Matematika v ekonomii

Prednaska 6

Mgr. Radmila Krkoskova, Ph.D.



Obsah prednasky

Integrace racionalnich funkci — metoda parcialnich
zlomkau.

Integrace soucinu funkci — metoda per partes.

Integrace substitucni metodou.

Integrace iracionalnich funkci.

Resené a samostatné ulohy.



Integrace racionalnich funkci — reseny priklad 1

VWooitste: J-6x3+21x2+18x+5dx

Reseni: ve jmenovateli je kofen x = -1 nasobnosti 3.

Rozklad na parcialni zlomky:

6x° +21x° +18x+5 A B C D
= + + +—

(x+1)3x (x+1) (x+1)2 (x+1)3 X

Po uprave dostaneme:

6x° +21x° +18x+5  A(X+1)" x+B(X+1)x+Cx+D(x+1)

(x+1)3x (x+1)3x




Z rovnosti jmenovatelt dostaneme:
A=1,B=4,C=-2,D=5.

Rozklad na parcialni zlomky je tedy nésledujl'ci:

dxj

6x° +21x* +18x +5 1
I (x+1)3x dx:j(x+1) I dx+_f dx =

Nyni integrujeme:

=In|x+1 - 4 + ! ~+5In|x/+C
X+1 (x+1)




Integrace racionalnich funkci — reseny priklad 2

2
Vypoltéte: | X K H 2

X + X

Redeni: Jedna se o typ rozkladu &. 3:

3x*—-3x+2 Ax+B C
= + —
X3 + X X*+1 X

Koeficienty: A=1,B=-2,C =2.

3x* —3X+2 X—3 2
I X3 + X dX:J.x2+1dX+-[;dX
3x? —3x+2

Integrujeme: [ dx=2|n\x\+%ln‘x2+1‘—3arctgx+C
X + X



Integrace racionalnich funkci — reseny priklad 3

X+ 26
> X
X+ 7Xx+12

Vypoctete: I

Reseni: Jedna se o typ rozkladu &. 1:

x+26 _ A B
X2 +7X+12 X+4 X+3

Koeficienty: A=2,B =5.

: : X+26 2 5
rujeme. — -
ntegru) | X% +TX+12 jde 3
j 27X+26 dx =2In|x+4|+5In|x+3|+C
X“+7x+12



Integrace per partes

Metoda Per partes se pouziva pro integraci funkci ve
tvaru soucinu dvou funkci.
OznaCme u(x) a v(x) obé funkce. Pak:

M /AA//U”F/M//(/' < f“ v _ﬁ“’%"

p M/U/ uv'=(uv) —u'v
i <o

T\

_[ uvdx = _[ (uv)dx — f u'vdx

j uvdx =uv— _[ u’vdx

Posledni radek je vzorec pro “per partes”.



Integrace per partes — reseny priklad 1

Vypodtéte: IX-eXdX .
Reseni:

Uu=xv=e"

_[x-exdx: :xex—jl-exdx:xex—eX+C:(x—l)eX+C

u=1lv=e¢e"

Pozn.: volba u a v’ je dulezita. Pokud ji provedeme nespravng,
integral se nezjednodusi.



MZ /(/X_

— >

)
/(22(7‘5)1/)%& /M/Z«g
f[”“ /

~(it5) I3 4
OZ)J} ).L - ZZ/X
4 ole = ),
(‘X—r&%)mmxﬂ(&— /W 4/2)(1‘5) K’ZLX(‘
w3 N
/M= N o
é\_ﬂfﬁ ~Codx i

I A l

) S@omxﬂkﬁ _

+ | ke = oathesyn
M)(qt&







Integrace per partes — reseny priklad 2

Vypoététe: [ - Inxdx .
Resen

u=Inxv=x . ,

X
X In xdx = 2=— — ——d —Inx—— xdx_—lnx——+C
J PRERVRRS I I
X



Integrace per partes — reseny priklad 3

Vypoctete: j xsin xdx .
Reseni:

_ U=X,V=sInx
_fxsm Xdx =

, =—xcosx—_[(—cosx)dx:—xcosx+sinx+C
U=1v=-Cos X



Integrace per partes — reseny priklad 4

Vypoctete: j arctgxdx .

Reseni:

u=arctgx,v=1

_[ arctgxdx =| 1 =xarctgx—j X >
U= > ’V:X 1+X
1+ X

dx = xarctgx 1 In‘x2 +ﬂ +C
2




Integrace per partes — reseny priklad 5

Vypodtéte: | sin xe*dx .

ReSeni: . . |u=ssinxv=¢" u=cosx,v=e"
jsm xe'dx = =

=e”sin x—jexcosxdx=

U'=Cosx,v=e" U'=-sinx,v=e"

e*sin x—[eX cosx+jeX sin xdx] =e*sinx—e* cosx—_[exsin xdx

Nyni oznaCme hledany integral I
| =e*sinx—e*cosx—|

Odkud plyne:

_ sinxe* —cos xe*
2

I +C



Substitucni metoda integrace

Substituci pouzivame v nasledujicich pripadech:

« Kdyz integrand obsahuje sloZzenou funkci.
« Kdyz integrand obsahuje Inx nebo exp(x).
« Kdyz integrand obsahuje goniometrické funkce.

» Kdyz integrand obsahuje odmociny.



Integrace substituci — reseny priklad 1

Vypodtéte: j(ZX +1)" dx
Reseni:
dt 1t° t° (2x+1)

:jt4—_5jt4dt=——+cz—+cz
2 2 25 10 10

+C

J(Zx +1)4 dx =

2X+1=t
2dx = dt

Pozn.: Nenahrazujeme pouze integrand, ale také dx!



Integrace substituci — reseny priklad 2 a3

Vypoctéte: j e”*3dx

A'4

2X+3=t dt 1

Reseni:  [eqx - :Iet._zijetdtziet+cz_ezx+s+c
2dx = dt 2 2 2 2
Vypodtéte: j cos(5x—4)dx
Resen
[ cos(5x—4)dx= XA = = [cost = = j tdt—ﬂ c-Snex=4) ¢
5dx = dt 5




Integrace substituci — reseny priklad 4 a 5

Vypottste: [ ax
X

o Inx =t 2 2
Reseni: Iln_xd =jtdt=t—+c:'” X, o
X —dX=dt 2 2
X
Vypoctéte:
yp -[xln X
. Inx =t
Reseni: i 52 dx =1 :jizdt:_§+cz_—5+c
xIn® x Zdx=dt| °t t In\x‘
X




Integrace goniometrickych funkci

Dulezité vztahy:

(1) sin” x+cos- x=1

2 SiN2X=2%1NX-CO8X

(

(3) cos2x¥=cos” x—sin’ x
s l1—cos2x

(4) SIn” X =

i

_ 3 l1+coslx
(5) Cos™ X =

-










Univerzalni goniometricka substituce

X
(1) ig—=t
2
2t
(2 S X =—
) - +1
1—1-
(3) COSX =—
- +1
(4) dx = ——
1+1°




Integrace iracionalnich funkci — reseny priklad 1

Vypoctéte: [vAax+ldx .

Y4

Reseni: nahradime celou odmocninu.

\/4X+1 t 3
[Vax+1dx=|ax+1=t |=t- tdt_—jt olt_Eg c_%m (_M):l)w

4dx = 2tdt



Integrace iracionalnich funkci — reseny priklad 2

Vypottéte: [+/5-2xdx

Reseni: nahradime celou odmocninu.

\/5—2X =t 3
J5=2xdx =|5-2x=t* |=—|t-tdt =— tzdt:_iJrC :_( “S_Zt)
'[ I I 3 3

—2dx = 2tdt

+C




Integrace iracionalnich funkci — reseny priklad 3

Vypoététe:_" 2x+/ X% +100dx |

Reseni: opét nahradime celou odmocninu.

V410 =t ¢ 2(er0)
_[Zxx/x2+10dx:x2+10:t2 :It-tht:ZItzdt:ZEJrC: . +C

2Xxdx = 2tdt




Integrace iracionalnich funkci — reseny priklad 4

Vypogtéte: | xv/x* —1dx

Reseni:
*\/XZ —1=t 3
2 1_t2 t3 ( Xz—l)
_[xx/xz—ldx=x T =_[t-tdt=jt2dt=—+C: +C
2xdx = 2tdt 3 3
xdx = tdt

Pozn.: Podivejte se i na Eulerovy substituce.



Vypoctete:
a) [(3x-2)"dx

b) jsin(1—5x)dx

- In? X

X

C) dx

d) [ cos® xdx

e) I«/Zx +5dx

Samostatné ulohy



Vypoctéte:
a) _[xx/xz + 2dXx

X

dx

b) [

X

Ye"+1

C) cos” xsin xdx

d) I«/Zx—14dx

Samostatné ulohy



