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Obsah prednasky
Aplikace integralniho poCtu v ekonomii:

1) Prebytek spotrebitele a vyrobce v podminkach dokonalé
konkurence.
2) Celkovy prijem jako integral toku pfijmu.

3) NekonecCné Ciselné radly.



Prebytek spotrebitele a vyrobce v podminkach dokonalé
konkurence

Prebytek spotrebitele (CS) a vyrobce (PS) v podminkach dokonalé
konkurence je definovan takto:

QE
CS = [ D(Q)Q-QcP.

Qe
PS =Q:P. - [ S(Q)dQ

Vysvétleni viz obrazek.
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Obr. 9.6. Zdroj: Godulova et. al. (2000).



Prebytek spotrebitele a vyrobce - reseny priklad 1

Urcete CS a PS: S(Q)=4+Q a D(Q)=% .
Redeni:
V bodé rovnovahy se obé funkce rovnaji:
Q+1

Tato rovnice ma dva kofeny: Q =5 a Q = -10.
Zaporny kofen zamitneme, mame tedy: Qe=5.



Nyni muzeme dosadit do dfive uvedenych vzorcu
pro CS a PS:

5
5
CS = !Q—HdQ 45=[54In|Q+1] —45=54In6-45="51,76

2 5
PS = 45— j4+Q )dQ =45- {4Q+%} —45-325=125
0

Pozn.: Vysledek musi byt kladny.



Prebytek spotrebitele a vyrobce - reseny priklad 2

Uréete CS a PS: S(Q)=20+3Q a D(Q)=60-2Q.

Reseni:
V bodé rovnovahy se obé funkce rovnaji:

20+3Q =60—2Q

Tato rovnice ma koren Q = 8, kterému odpovida P = 44.



Nyni muzeme dosadit do vzorcu pro CS a PS:

8
CS :_[(60—2Q)dQ—8-44:[6OQ—Q2]i 352 =480—64—352 =64
0

8

PS =352 [(20+3Q)dQ = 352—{20Q+3%2} — 352 (160—96) = 288

0



Celkovy prijem jako integral toku prijmu

Necht celkovy pfijem (TR) je dan jako suma z toku f (t)
beéhem urciteho obdobi t1 az t2. Pak:

Prikladem mohou byt trzby velkych obchodnich
fetézcu nebo bank.



Celkovy prijem jako integral toku prijmu — reSeny pfriklad 1

Ur&ete celkovy pfijem (TR), je-li dan tok piijma f(t) = fofgo |

a casovy interval je vymezen hodnotami 1 a 15 (napf. dni
nebo let).

Reseni:
15
F120000 100000 (L gt = 120000[ Int+5/]” =120000(In15~In1) =

= -[ . t+5

= 324 996 (jednotka).



Nekonec€né ciselné rady

Nekonecna Ciselna rada je definovana nasledovné:

n
a,+a, +a,+..+a, =) a
i=1
~—
Jednotlivé Cleny fady jsou obecné realna Cisla.

« Jestlize ma dana rada konecCny soucet, nazyva se
konvergentni
* VV opacném pripade je rada divergentni.



Nekonec€né ciselné rady

. D Ll

 Je dana rfada konvergentni nebo divergentni?

» Pokud je fada konvergentni, jaky je jeji souCet?

Historicka poznamka: Zendénuv paradox o Achillovi a Zelvé
ilustruje, ze starovéci Rekove povazovali soucCet nekonecné
rady vzdy za nekonecny.



Achilles a zelva je starovéky paradox, kterym pry Zénon z Eleje dokazoval
nemoznost pohybu. Achilles — nejrychlejsi bézec — nikdy nedohoni zelvu, ktera je o
kus pfed nim. V okamziku, kdy totiz dobéhne na puvodni misto zelvy, Zzelva se
posunula o maly kousek dal. Kdyz Achilles ubéhne tento kousek, je zelva zase o
kousek dal a tak az do nekonecCna. Jeho pohyb Ize tedy popsat jako nekonecCnou
fadu stale kratSich usecek, coz pro starsi fecké filosofy predstavovalo
neprekonatelny paradox.

Paradox reprodukuje Aristotelés ve své Fyzice a ukazuje, v éem je mylny.l Chyba
uvahy tkvi v tom, ze i souCet nekonecné fady muze byt kone€ny, pokud se jeji Cleny
dostatecCné rychle zmensuiji. Tak je tomu i v tomto pripade. Zendnova uvaha je
nicmeéne jednou z prvnich ukazek uvazovani, které vedlo k vynalezu
infinitesimalniho poctu.



https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Zeno_Achilles_Paradox.png
https://cs.wikipedia.org/wiki/Paradox
https://cs.wikipedia.org/wiki/Z%C3%A9n%C3%B3n_z_Eleje
https://cs.wikipedia.org/wiki/Z%C3%A9n%C3%B3n_z_Eleje
https://cs.wikipedia.org/wiki/Z%C3%A9n%C3%B3n_z_Eleje
https://cs.wikipedia.org/wiki/Aristotel%C3%A9s
https://cs.wikipedia.org/wiki/Achilles_a_%C5%BEelva#cite_note-1
https://cs.wikipedia.org/wiki/Infinitesim%C3%A1ln%C3%AD_po%C4%8Det
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Zeno_Achilles_Paradox.png

Nekonecné ciselné rady — reseny priklad 1

Priklad: Uvazujme déleni pizzy tak, ze v kazdém kroku
se odkroji 2 toho, co v pfedesliém kroku. Mnozstvi
odkrojené pizzy je pak mozné vyjadrit jako nekoneCnou
radu: {



Nekonecné cCiselné rady — reseny priklad 2a 3

Priklad: UrCete soucet Grandiho rady:
i(_l)”‘l 1-1+1-1+1-1..
n=1

Soucet neexistuje (procC?).

Priklad k zapamatovani: UrCete souCet harmonicke rady:



Nutna podminka konvergence

Nutna podminka konvergence:

lima, =0
NPK ;( W Ea k) = géam =()
At ik - gel»v&mma A0 = San,
Slovné: Cleny dané rady se musi zmensSovat k nule.

Pozor (!): Pokud dana fada tuto podminku nesplnuije,
je divergentni. Pokud ji splfiuje, muze, ale nemusi
konvergovat.



Kritéria konvergence

Konvergenci (divergenci) fad urCujeme na zakladé tzv.
kKriterii konvergence. Nejznamesi Kritéria:

* Srovnavaci
* Podilové (d"Alembertovo)
« Odmocninové (Cauchyho)

* Integralni.



Nekonecné ciselné rady — Dirichletova rada

y . = 1
Dirichletova rada Zn— konverguje pro o >1 .
n=1

Je Casto pouzivana jako srovnavaci kriterium.

Priklad: dokazte, Ze fada 31— konverguije.
Reseni: Kaidy c":Ien dané rady je mensi nez odpovidajici
Clen rady L

>
Proto dana rada konverguije.






Nekonecné Ciselné rady — podiloveé kritérium

Véta 10.3. (Limitni podilové Fkritérium). Nec?hr’z a, Jje nekonecnd ciselnd rada

n=l

Je-li L <1 = rada konverguje.
Je-li L >1 = rada divereuje.

Je-li L =1—= nelze rozhodnout.
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Nekonecné Ciselné rady — podiloveé kritérium

Pouzivame v pripade, ze Cleny rady tvori faktorialy.
0 n

Priklad: Rozhodnéte o klonvergenm rady
2n+

|
gD 2
N—00 2” n—>oo(n_|_1)

nl

n-1 n!

Rada konverguije.

Rozhodovaci tabulka:
Pro L < 1 fada konverguje, pro L > 1 diverguje, pro L= 1 nelze
rozhodnout.



Nekonechna cCiselna rada — odmochninoveé kritérium

Véta 10.4. (Limitmi odmocninové kritérium). Nechr"z a,  je nekonecna ciselna rada

n=1

s kladnymi c¢leny, a necht’ lim §fa, = L . Potom:

o Je-li L <1= rada konverguje.
o Je-li L>1= rada diversiuje.
e Je-li L=1= nelze rozhodnout.

> (et M)M: __ élJ:/O‘_quW?’”\%: Jiguarlym=2

_




Nekonechna cCiselna rada — odmochninoveé kritérium

Pouzivame pro fady s mocninami nebo exp funkcemi.

0 3 n
Pfiklad:Rozhodnéte o konvergenci fady Z(gj
n=1

Protoze L < 1, rada konverguije.



Odmocninové kritérium — reseny priklad 1
Rozhodnéte o konvergenci rady i(gj :
n=1

Reseni: (ﬂ)n 4
3

Protoze L > 1, rada diverguije.
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Nekonecné Ciselné rady — integralni kritérium

Veta 10.5. (Integrdini kritérium). Necht > a, je rada s kladnymi cleny, a,= f(n),
n=l

a necht’ f I[:n) Je spojita a nerostouci funkce na intervalu (a+m] Potom dana rada

konverguje prave tehdy, kdyvz konverguje nevliasini integral f f(x)dx.




Nekonecné Ciselné rady — integralni kritérium

Nejobecnejsi kritérium, které Ize pouzit kdyz ostatni
Kriteria selzou.

Priklad: Rozhodnéte o konvergenci harmonicke rady
Resen

f% X = [In\xulﬂo = +00—0 = 400

Protoze vysledek je nekonecny, rada diverguje..



Nekonecné Ciselné rady — Leibnizovo kritérium

Pouziva se pro alternujici rady.

Veéta 10.6. (Leibnizovo kritérium). Necht Z ( -1) a_je alternujici Fada a necht’ plati:
1
i) lima, =0

<a,Vne N

n+l —

i) a
Pakjerada Y (-1)" -a, konvergentni.
1




Leibnizovo kritérium — reseny priklad 1

Ptiklad: Rozhodnéte o konvergenci fady Z(—l)H%

Reseni: Zkontrolujeme, zda jsou splnény predpoklady kritéria:

imi-0 X <vnen
n—% N n+1 n

Podminky jsou splnény, proto rada konverguije.

Pozn: Dana rada ale nekonverguje absolutne.



Nekonecné ciselné rady — operace s radami

Povolené operace s konvergentnimi radami zahrnuiji:
) ik-an =kian
||) Za _Zb —Z; (a, b,)

Obé tyto operace nemaiji vliv na konvergenci.



